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1 Résumeé.

L’objectif de ce stage thése sera de travailler sur le développement d’un algorithme rapide pour
le calcul des n premiers termes d’une série de Puiseux d’un polynéme bivari¢ F'(z,y) (i.e. les
séries S(x) t.q. F(z,S(x)) = 0), quand n est de taille « modérée » (de l'ordre des degrés du
polynome par exemple). L’objectif est d’obtenir un algorithme ayant une complexité de 1'ordre
de dn.

L’idée pour ce stage est de se concentrer sur un sous probléme qui permettrait de résoudre cela.
Les derniéres avancées effectuées dans Darticle [4] (cf la section suivante pour plus de détails
sur ce point) permettent de trouver certains termes de ces séries (ceux les plus importants d’un
point de vue mathématique), mais pas tous, pourtant nécessaires a de nombreuseus applications.
L’idée est de « lire » ces coefficients sur les racines approchées calculées par algorithme [4].
Concrétement, voici quelques exemples de problémes rencontrés (en particulier, il n’est pas
obligé de maitriser les aspects liés aux singularités pour traiter ces questions) :

1. On connait P? € K[z], on cherche P (probléme simple),

2. On connait A = P3 +x Q? ainsi que B = P Q, et I'on cherche P et Q (P est par exemple
solution de I’équation P% — B P3 + 2 A = 0, ce qui permet de résoudre rapidement cette
question).

3. On connait A = P2 + 2P Py, B=PPy+ 1Py P} et C =Pt —xP}—2xP P} P+
x2 Pgl, et I'on cherche Py, P, et P3 (on peut montrer que P est solution de I’équation
4x P —4x APy + (C + 1 A%) P? — B2=0).

4. etc (les problémes suivants augmentent en taille, et ne sont pas encore résolus).

Un premier objectif pour ce stage sera de résoudre des problémes similaires (de taille un peu
plus grande). Un objectif plus ambitieux sera de trouver une méthode permettant de résoudre
cela en toute généralité.

Ces questions pourront générer une continuation en thése, autour notamment d’une implémen-
tation efficace de ces algorithmes (en prenant par exemple en compte les aspects paralléles).

2 Contexte.

L’étude de singularités (parfois décrites comme des « points infiniment proches ») de variétés
algébriques et analytiques est un domaine de recherche ancien (I'étude de singularités de certaines
courbes apparait dans les problémes étudiés pas les géométres grecs) et actif. C’est d’ailleurs
devenu une discipline a part entiére depuis les années 1960, a partir des travaux d’Hironaka,
Zariski etc.
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Différents algorithmes ont été développés pour étudier des singularités. En particulier, le moyen
le plus utilisé pour « résoudre » une singularité est de passer d’une courbe algébrique & une autre
par des changements de variables bien choisis, afin d’obtenir au final une courbe non singuliére.
Ces méthodes peuvent se résumer par le calcul des séries de Puiseux, dont les premiers termes
contiennent les éléments de cette résolution (que l'on appelle la partie singuliére; le nombre
minimum de termes pour « séparer » les séries 'une de l'autre).

L’article [3] a grandement avancé cette thématique : il permet de factoriser localement le poly-
noéme F en la complexité escomptée, permettant de se concentrer sur le cas localement irréduc-
tible (plus simple & traiter). Néanmoins, cet article, basé sur I’algorithme de Newton-Puiseux,
inclut des « éclatements » (changements de variables du type = < z9) qui ne permettent pas
d’obtenir une complexité meilleure que d? n (suffisant néanmoins pour ce qui est développé dans
[3], mais ne permettant pas d’avoir une complexité meilleure que d* pour tester I'irréductibilité
locale de F'). Pour contourner ce probléme d’éclatement, un test d’irréductiblité en d? (soit la
taille d’entrée du polynome) a été récemment développé dans [4], basé sur les racines approchées
d’Abhyankhar [I]. Cet algorithme permet en particulier de calculer les éléments essentiels des
séries de Puiseux, mais pas l’ensemble des coefficients de cette série, pourtant nécessaire a de
nombreuses applications.

Ces derniéres sont multiples : calcul du genre d’une courbe via la formule d’Hurwitz, de bases
intégrales d'un corps de fonction [5], d’une base pour l'espace de Riemann-Roch £(D) associé a
un diviseur D (via l'algorithme de Dedekind-Weber’s [2]), etc.

Compétences souhaitées : un gotit pour les mathématiques (en particulier 1'algébre) et 'in-
formatique.
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